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Resume. — Nous construisons des exemples de varietes projectives f2/p proprement convexes 
de volume fini, non hyperbolique, non compacte en toute dimension n ^ 2. Ceci nous permet au 
passage de construire des groupes discrets Zariski-dense de SL n +i(R) qui ne sont ni des reseaux 
de SL n+ i(R), ni des groupes de Schottky. De plus, l'ouvert proprement convexe f2 est strictement 
convexe, meme Gromov- hyperbolique. 

Abstract. — We build examples of properly convex projective manifold f2/p which have finite 
volume, are not compact, nor hyperbolic in every dimension n ^ 2. On the way, we build Zariski- 
dense discrete subgroups of SL n+ i(R) which are not lattice, nor Schottky groups. Moreover, the 
open properly convex set Q is strictly-convex, even Gromov- hyperbolic. 



1. Introduction 

Une variete projective proprement convexe est le quotient d'un ouvert ouvert proprement 
convexe Q de l'espace projectif reel P™ = P n (IR) par un sous-groupe discret sans torsion T de 
SL n+ i(R) qui preserve Q. Lorsque le quotient fi/p est compact, ces varietes ont ete beaucoup 
etudies durant ces dernieres annees. On pourra lire par exemple les articles suivants : 
[Ben03a, Ben04, Ben05, Ben06a, Cra09, Gol90]. Pour un survol de l'etat du sujet en 
2006, on pourra lire [Ben08]. 

Un ouvert proprement convexe de l'espace projectif reel possede une distance (dite de Hil- 
bert) et une mesure (dite de Busemann) invariantes par les transformations projectives qui le 
preservent. Nous detaillons ces points au paragraphe 1.1, passons plutot a l'exemple essentiel. 

L'exemple le plus important d'ouvert proprement convexe est l'ellipsoide. On considere la 
forme quadratique q(x\, ....,x n+ \) = x\ + ...+x^ l -x^ l+1 sur IR n+1 . On note £ la projection du cone 
de lumiere de q (i.e. l'ensemble des points {x e ]R n+1 | q(x) < 0}) sur P n . Nous appelerons 
toute image par une transformation projective de l'ouvert £ : un ellipsoi'de. Muni de sa 
distance de Hilbert, un ellipsoi'de est isometrique a l'espace hyperbolique reel EH™. II s'agit du 
modele projectif de l'espace hyperbolique, que l'on appele parfois modele de Beltrami-Klein. 
En particulier, cet ouvert est homogene, c'est-a-dire que le groupe Aut(fi) = {7 € SL n+1 (R) [ 
7(f2) = Q} agit transitivement sur Q. La figure 1 montre un pavage par une tuile compacte 
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et un pavage par une tuile non compacte mais de volume fini du modele projectif de l'espace 
hyperbolique. 




FIGURE 1. Modele de Klein-Beltrami de l'Espace Hyperbolique Reel 



L'auteur s'est interesse dans sa these a la description des surfaces projectives convexe de 
volume fini ([Mar09a, Mar09b]). Le but de cette article est de montrer le theoreme suivant : 

Theoreme. — En toute dimension n ^ 2, il existe un couple (Q n ,T n ) ou Q n est un ouvert 
proprement convexe strictement convexe de F n et T n un sous-groupe discret de SL n+ i(IR) qui 
preserve Q n et tel que : 

■ Le quotient Q n /r n es t de volume fini. 
■■ Le quotient fi n /r n n'est pas compact. 

■'■ Le groupe T n est d'indice fini dans le groupe Aut{Vt). En particulier, V ouvert proprement 
convexe Q n n'est pas homogene. 

De plus, V ouvert fl n que Von va construire sera Gromov-hyperbolique et le groupe T n sera 
Zariski-dense dans SL n+ i(IR). 

Remarque 1.1. - - Yves Benoist a montre dans [Ben04] que tout ouvert proprement 
convexe de P ra Gromov-hyperbolique est strictement convexe. Karlsson et Noskov ont 
montre dans [KN02] que le bord dfl de tout ouvert proprement convexe Q de P™ Gromov- 
hyperbolique est C l . Yves Benoist a montre dans [Ben03b] des proprietes de regularites 
encore plus fortes mais plus complexes a enonce. 

Avant de faire quelques rappels historiques nous allons rappeler les definitions precises de 
tous ces objets. 

1.1. Geometrie de Hilbert. — Cette partie constitue une introduction tres rapide a la 
geometrie de Hilbert. Pour une introduction beaucoup plus complete a la geometrie de Hilbert 
on pourra lire [Ver05]. 
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1.1.1. Convexite. — 

Definition 1.2. - - Une carte affine A de P n est le complementaire d'un hyperplan projectif. 
Une carte affine possede une structure naturelle d'espace affine. Un ouvert Q de P n different de 
P n est convexe lorsqu'il est inclus dans une carte affine et qu'il est convexe dans cette carte. Un 
ouvert convexe Q de P n est dit proprement convexe lorsqu'il existe une carte affine contenant 
son adherence Q. Autrement dit, un ouvert convexe est proprement convexe lorsqu'il ne 
contient pas de droite affine. Un ouvert convexe Q de P n est dit strictement convexe lorsque 
son bord dQ ne contient pas de segment non trivial. 

1.1.2. La metrique d'un ouvert proprement convexe. - Soit Q un ouvert proprement 
convexe de P n , Hilbert a introduit sur de tels ouverts une distance, la distance de Hilbert, 
definie de la fagon suivante : 

Soient x + y e Q, on note p, q les points d'intersection de la droite (xy) et du bord dfl de 
Q tels que x est entre p et y, et y est entre x et q (voir figure 2). On pose : 




FIGURE 2. La distance de Hiibert 

dn(x, y) = \ ln([p ; x : y : q]) = \ In ( jp^jj.jig^j ) et d n (x,x) = 

■ [p : x : y : q] designe le birapport des points p, x, y, q. 

■■ I • I est une norme euclidienne quelconque sur une carte affine A qui contient l'adherence 
tt de tt. 

Remarque 1.3. — II est clair que ne depend ni du choix de A, ni du choix de la norme 
euclidienne sur A. 

Fait 1. — Soit Q un ouvert proprement convexe de F n , 

■ dn est une distance sur Q. 

■■ (Q,dn) est un espace metrique complet. 

.'• La topologie induite par d^ coincide avec celle induite par F n . 

Le groupe Aut(Q) des transformations projectives de SL n+1 (IR) qui preservent Q est un 
sous-groupe ferme de SL n+1 (IR) qui agit par isometrie sur (f2,c?n). II agit done propre- 
ment sur Q. 
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1.1.3. La structure finslerienne d'un ouvert proprement convexe. - - Soit un ouvert pro- 
prement convexe de P n , la metrique de Hilbert dn est induite par une structure finslerienne 
sur l'ouvert Q. On identifie le fibre tangent TQ de Q a Q x A. 

Soient x e Q et v e A, on note p + (resp. p~) le point d'intersection de la demi-droite definie 
par x et v (resp -v) avec dfl. 



On pose : \\v\\ x = ^(j^ + p^)| 




FIGURE 3. La metrique de Hilbert 

Fait 2. - - Soient Q un ouvert proprement convexe de P" et A une carte affine qui contient 
tt, 

■ la distance induite par la metrique finslerienne || • ||. est la distance d^. 
■■ Autrement dit on a les formules suivantes : 

~ \\v\\ x = -§i\t=odn(x,x + tv), oil v e A, t el assez petit. 

— dfi(x,y) = inf f Q \\a'(t)\\ a ^dt, ou /'inf est pris sur les chemins a de classe C 1 tel 
que a(0) - x et cr(l) = y. 

Remarque 1.4- — La quantite \\v\\ x est done independante du choix de A et de || • ||. 

1.1.4- Mesure sur un ouvert proprement convexe. - - Nous allons construire une mesure bo- 
relienne fin sur Q, de la meme fagon que l'on construit une mesure borelienne sur une variete 
riemanienne. 

Soit Q un ouvert proprement convexe de P n , on note : 

- B x (l) = {veT x Q\\\v\\ x <l} 

— Vol est la mesure de Lebesgue sur A normalisee pour avoir Vol({i; € A \ \\v\\ < 1}) = 1. 
On peut a present definir la mesure fin. Pour tout borelien A c Q c A, on pose : 

dVol(x) 



La mesure fin est independante du choix de A et de || ■ || , car e'est la mesure de Haussdorff 
de (fl,dn). 
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Definition 1.5. — Le quotient d'un ouvert proprement convexe f2 par un sous-groupe dis- 
cret T herite d'une mesure via la mesure de Busemann de Q. On dira que f2/p est de volume 
fini lorsqu'il est de volume fini pour cette mesure. 

1.2. Petit historique autour de la construction d'ouverts proprement convexes 
possedant "beaucoup de symetries". — 

1.2.1. Le cas homogene. - Une premiere definition d'ouverts proprement convexes posse- 
dant "beaucoup de symetries" est un ouvert proprement convexe homogene, c'est a dire tel 
que le groupe Aut(f2) agit transitivement sur Q. Koecher et Vinberg ont classifie ces ouverts 
dans les annees 50-60 dans les deux articles suivants : [Vin65, Vin63]. 

La liste de ces ouverts est assez longue et ne nous interesse pas car un ouvert proprement 
convexe homogene Q possede un sous-groupe discret F c Aut(fi) tel que le quotient Q/-r est de 
volume fini si et seulement si le groupe Aut(fi) est unimodulaire si et seulement si l'ouvert Q 
est un espace symetrique (i.e il existe une symetrie centrale centree en n'importe quel point). 

Les ouverts proprement convexes qui nous interessent sont sont ceux des deux definitions 
suivantes : 

Definition 1.6. - - Un ouvert proprement convexe Q de P n est dit divisible lorsqu'il existe 
un sous-groupe discret F de SL n+1 (IR) tel que F c Aut(f2) et est compact. 

Definition 1.7. - - Un ouvert proprement convexe Q de P n est dit quasi-divisible lorsqu'il 
existe un sous-groupe discret F de SL n+ i(IR) tel que F c Aut(fi) et fi/p est de volume fini. 

Les ellipsoi'des forment (avec n ^ 1) sont les seules convexes divisibles (resp. quasi- 
divisibles) homogenes et strictement convexes. 

II existe des convexes divisibles (resp. quasi-divisibles) homogenes et non strictement 
convexe. Voici la liste des irreductibles avec n ^ 2 : 

■ Il n (]R) = 7r( { Les matrices reelles (n + 1) x (n + 1) symetriques definies positives) }, il 

est de dimension m = ^ w ~ 1 ^" +2 - > et son groupe d'automorphisme est SL n+ i(IR). 
•• Il n (C) = 7r( {Les matrices complexes (n + 1) x (n + 1) hermitiennes definies positives 

}), il est de dimension m = n 2 - 1 et son groupe d'automorphisme est SL n+ i(C). 
•'• II n (H) = 7r( { Les matrices quarternioniques (n + l)x(n+l) hermitiennes definies 

positives }), il est de dimension m = (2n+ l)(n- 1) et son groupe d'automorphisme est 

SL n+1 (H). ' 

•:• n 3 (0) un convexe "exceptionnel" de dimension 26 et tel que Lie(Aut(n 3 (0))) = E6(-26)- 

1.2.2. Le cas non-homogene. - Kac et Vinberg ont construit les premiers exemples de 
convexe divisible non-homogene dans [VK67] a l'aide de groupe de Coxeter. Les resultats 
joints de Johnson et Millson ([JM87]), Koszul ([Kos68]) et Benoist ([Ben04]) montrent 
qu'en toute dimension n > 2, il existe des convexes divisibles non homogenes et strictement 
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convexes. 

Kapovich et Benoist ont construit en toute dimension n ^ 4 (Benoist pour n = 4 dans 
[Ben06b] et Kapovich pour n ^ 4 dans [Kap07]) des convexes divisibles non homogenes, 
strictement convexes et non quasi-isometriques a l'espace hyperbolique HP 1 . 

Dans [Mar09b], l'auteur a montre que tout convexe quasi-divisible de dimension 2 est 
strictement convexe. La generalisation de ce resultat en dimension superieure est fausse. En 
effet, Yves Benoist a construit des exemples de convexe divisible irreductible, non homogene 
et non strictement convexe en dimension 3, 4, 5 et 6 ([Ben06a]). Cette famille de convexe 
divisible est la plus difficile a construire. Les constructions de Particle [Mar08] devrait per- 
mettre de construire des exemples de convexe quasi-divisible irreductible, non homogene et 
non strictement convexe en dimension 3. 

1.3. Espaces des modules. — On rappelle dans ce paragraphe les definitions de structure 
projective, d'espaces des modules de structures projectives, etc... pour eviter les ambigui'tes. 

Definition 1.8. - - Une structure projective reelle sur une variete M est la donnee d'un atlas 
maximal ify ■ U -*■ P n sur M tel que les fonctions de transitions ipu o ipy 1 sont des elements 
de SL n+ i(R), pour tous ouverts U et V de l'atlas de S tel que U n V + 0. 

Remarque 1.9. — Pour simplifier la redaction on dira « structure projective » a la place 
de « structure projective reelle ». 

Definition 1.10. - - Un isomorphisme entre deux varietes munies de structures projectives 
est un homeomorphisme qui, lu dans les cartes, est donne par des elements de SL n+1 (IR). 

La donnee d'une structure projective sur une variete M est equivalente a la donnee : 

• d'un homeomorphisme local Dev : M -> F n appelee developpante, ou M est le revetement 
universel de M, 

■■ d'une representation Hoi : ni(M) SL n+1 (IR) appelee holonomie tel que la developpante 
est 7r 1 (M)-equivariante ( i.e pour tout x e M, et pour tout 7 e tti(M) on a Dev(7x) = 
Hol( 7 )Dev(x)). 

De plus, deux structures projectives donnees par les couples (Dev, Hoi) et (Dev', Hoi') sont 
isomorphes si et seulement s'il existe un element g e SL n+1 (IR) tel que Dev' = g o Dev et 
Hoi' = go Hoi o g- 1 . 

Definition 1.11. — Soit M une variete, une structure projective marquee sur M est la 
donnee d'un homeomorphisme if : M -> M. ou M. est une variete projective. On note P'(M) 
V ensemble des structures projectives marquees sur M . 

Deux structures projectives marquees sur M, (pi : M -*■ A4± et ip 2 ■ M -> M.2 son t dites 
isotopiques lorsqu'il existe un isomorphisme h : Mi M. 2 tel que V 9 2 1 ^ '■ M -> M est 
un homeomorphisme isotope a l'identite. On note P(M) V ensemble des structures projectives 
marquees sur M modulo isotopie. 
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On peut a present definir une topologie sur l'ensemble des structures projectives marquees 
sur la variete M. On introduit l'espace : 



On munit l'ensemble des applications continues entre deux espaces localement compacts de 
la topologie compact-ouvert. Ainsi, l'espace T>'(M) est munie d'une topologie. Le groupe 
Homeoo(M) des homeomorphismes isotopes a l'identite agit naturellement sur T>'(M). Le 
groupe SL n+ i(M) agit aussi naturellement sur T>'(M). Ces deux actions commutent. L'espace 
quotient est l'espace P(M) des structures projectives marquees sur M a isotopie pres. On le 
munit de la topologie quotient. 

On ne s'interesse qu'a un certain type de structure projective : les structures projectives 
proprement convexes. 

Definition 1.12. — Soit M une variete, une structure projective sur M est dite proprement 
convexe lorsque la developpante est un homeomorphisme sur un ouvert Q proprement convexe 
de P n . On note f3(M) l'ensemble des structures projectives proprement convexes sur M 
modulo isotopie. 

Soit M. une variete projective proprement convexe, l'application developpante permet 
d'identifier le revetement universel M. de M. a un ouvert Q proprement convexe de P n qui est 
naturellement muni d'une mesure invariante sous Faction du groupe fondamental tci(M) 
de M.. On note 7r : O -> M. le revetement universel de M.. II existe une unique mesure fij^ 
sur M. telle que pour tout borelien A de Q, si tt : Q -> M. restreinte a A est injective alors 
/j, m (tt(A)) = fin(A). 

Definition 1.13. — Soit M une variete, on dit qu'une structure projective proprement 
convexe M. sur M est de volume fini lorsqu'on a hm(-M) < oo. On note /3/(M) l'espace des 
modules des structures projectives marquees proprement convexes de volume fini sur M. 

1.4. Plan. — Nous allons a present expliquer la structure de cet article. Dans la partie 2, 
nous rappelons rapidement comment construire une variete hyperbolique qui possede une 
hypersurface totalement geodesique. 

Dans la partie 3, nous rappelons comment plier une variete hyperbolique M. le long d'une 
hypersurface totalement geodesique M . Le phage est une deformation p t ■ tti(M) -»■ SL n+ i(M) 
non triviale de la representation po : 7Ti(M) SO Di i(R) du groupe fondamental de la 
variete hyperbolique M.. Ce type de deformation a ete utilisee par Johnson et Millson dans 
[JM87], sous le nom de "bending". Le phage nous permet d'obtenir une nouvelle structure 
projective sur M qui n'est plus hyperbolique. La premiere difficulte consiste a montrer que 
cette nouvelle structure est encore PROPREMENT CONVEXE. II faut montrer qu'il existe 



V'(M) = l (Dev, Hoi) Hoi : tti(M) -»■ SL n+1 (R) \ 

Dev est 7Ti(M) - equivariante J 

Les espaces A4, P n , 7Ti(M) et SL n+ i(M) sont des espaces topologiques localement compacts. 
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un ouvert fit preserve par p t . Pour cela, nous utiliserons un theoreme de convexite qui sera 
presente et demontre dans la partie 4. 

Dans la partie 5, nous montrerons que les groupes p t (ni(M)) ainsi construit sont irre- 
ductibles, Zariski-dense dans SL n+ i(R) (pour t + 0) et que leur action sur le bord de fl t est 
minimale. On en profitera pour montrer que le pliage est bien une deformation non triviale, 
que les groupes obtenus ne sont pas des reseaux de SL ri+1 (IR) et que les ouverts proprement 
convexes obtenus ne sont pas homogenes. 

Dans la partie 6, nous montrons que Paction de pt{^\{M)) sur fl t est de covolume fini. 
Ceci nous fournira un argument pour montrer que les groupes obtenus ne sont pas des 
groupes de Schottky. 

Enfin dans la partie 7, nous montrerons que l'ouvert fit est strictement convexe et meme 
Gromov-hyperbolique. 

L'auteur tient a remercier vivement les laboratoires de l'UMPA a Lyon et de TIFR a 
Mumba'i pour les extraordinaires conditions de travail qu'ils offrent. Plus particulierement, 
l'auteur remercie Venkataramana, Yves Benoist, Nicolas Bergeron et Constantin Vernicos 
pour leurs aides a distance ou en "live". Et plus particulierement, Mickael Crampon pour 
son aide pour les demonstrations de la partie 7. 

2. Construction de varietes hyperboliques possedant une hypersurface 

totalement geodesiques 

La proposition suivante est tres classique. Elle sert par exemple de point de depart pour 
construire des varietes hyperboliques non arithmetiques ([GPS88]), ou avec un premier 
nombre de Betti arbitrairement grand (Voir par exemple [BerOO]). 

Proposition 2.1. — En toute dimension n^2, il existe une variete hyperbolique de volume 
fini non compacte M n et une variete hyperbolique compacte M' n qui possede une hypersurface 
totalement geodesique de volume fini (pour la metrique hyperbolique induite). 

L'objet de cette partie est de rappeller les grandes lignes de la demonstration de cette 
proposition dans le cas non compacte. 

2.1. Sous-variete totalement geodesique immergee et plongee des varietes hyper- 
boliques. — Nous aurons besoin du theoreme suivant. Ce theoreme a une longue histoire 
et de nombreux auteurs, on pourra trouver une preuve de la version qui nous interesse dans 
Particle de [BerOO] (Theoreme 1') de Nicolas Bergeron. Ce theoreme nous dit que si Pon 
peut immerger de fagon totalement geodesique une variete hyperbolique "proprement" alors 
on peut la plonger quitte a passer un revetement fini. Voici Penonce precis. 
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Theoreme 2.2. — Soit M une variete hyperbolique de volume fini de dimension n et N une 
variete hyperbolique de dimension n-1 de volume fini. On suppose qu'il existe une immersion 
propre totalement geodesique if de N dans M alors il existe un revetement fini M de M et 
un revetement fini N de N tel que le releve tp : iV -*■ M de p ■ N -*■ M soit un plongement 
totalement geodesique. 

2.2. Construction de la variete hyperbolique M n . — Dans ce paragraphe, on construit 
la variete M n de la proposition 2.1. Pour construire une telle variete, nous allons utiliser le 
theoreme de Borel et Harish- Chandra qui permet de construire des reseaux arithmetiques 
uniforme et non uniforme dans les groupes de Lie semi-simple. On donne ici une version tres 
simplifiee de ce theoreme dans le cas ou le groupe de Lie est SOn i i(R) et le reseau est non 
uniforme. 

Theoreme 2.3 (Borel et Harish-Chandra). — Soit q une forme quadratique sur IR ra+1 a 
coefficients dans Q, avec n^2. On suppose que : 

■ La forme quadratique q represente sur Q. 
•• La forme quadratique q est de signature (n, 1). 
Alors, le groupe SL n+1 (Z) n SO(g) est un reseau non-uniforme de SO(g). 

Nous aurons aussi besoin du lemme de Selberg. 

Theoreme 2-4 (Selberg). - - Tout sous-groupe de type fini de GL n (C) est virtuellement 
sans torsion. 

Rappellons qu'un groupe T est virtuellement sans torsion s'il contient un sous-groupe 
d'indice fini V qui est sans torsion, (c'est a dire que tous les elements de V sont d'ordre infini). 

On considere la forme quadratique q(xx, ....,x n+ x) JLi , elles verifient les 

hypotheses du theoreme 2.3. Par consequent, le groupe Ai = SL n+1 (Z) n SO(g) est un reseau 
non-uniforme de SO n) i(IR). Le lemme de Selberg montre qu'il existe un sous-groupe d'indice 
fini A 2 c Ai sans torsion. 

Le groupe A 2 des elements de A 2 qui preservent l'hyperplan H = {x\ =0} est un sous- 
groupe d'indice fini du groupe SL n (Z) n SO(g'), oil g'(x 2 , ....,x n+ i) = x\ + ... + x^ , c'est 
done un reseau de SO(g') (uniforme si n = 2 et non uniforme si n ^ 3). 

L'application naturelle (p de H//± 2 vers IHI n /A 2 est une immersion totalement geodesique 
propre. Le theoreme 2.2 montre qu'il existe un sous-groupe Ao (resp. Ao) d'indice fini de A 2 
(resp. A 2 ) tel que le relevement associe de (p est un plongement. 

Par consequent, la variete M n = EI n /A est une variete hyperbolique de volume fini qui 
possede une hypersurface Ao = H//± totalement geodesique de volume fini. 

Notations 1. — Tout au long de ce texte, le symbole A (resp. M n ) designera le groupe A 
(resp. la variete topologique M n ) que Ton vient de construire. On designera par le symbole Mo 
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la structure hyperbolique que l'on vient de construire sur M n . On designera par le symbole 
A/o l'hypersurface totalement geodesique de M.® que l'on vient de construire. 

3. Pliage 

Nous allons a present contruire une famille continue de structures projectives sur la variete 
topologique M n . 

3.1. Presentation. — 

Definition 3.1. — Soit M une variete. Soit M. une structure projective sur M. Une de- 
formation projective de M. est un chemin continu c : K -*■ P(M) tel que c(0) = M.. Une 
deformation est dite triviale lorsque le chemin c est constant. 

Johnson et Millson ont montre le theoreme suivant dans [JM87]. 

The.ore.me 3.2 (Johnson-Millson). — Soit M. une variete hyperbolique. Si M. possede 
une hyper surface totalement geodesique M alors il existe une deformation projective non 
triviale de M.. 

Comme nous allons utiliser la meme deformation que celle introduite par Johnson et 
Millson. Nous allons dans le paragraphe 3.2 qui suit reprendre la construction de cette 
deformation. Nous ne montrerons pas dans le paragraphe 3.2 que cette deformation est 
effectivement non triviale. Nous le montrerons a l'aide du corollaire 5.7. 

Le theoreme 3.7 montrera que la structure projective deformee est encore proprement 
convexe. Ceci entrainera en particulier que l'holonomie de la structure projective deformee 
est encore fidele et discrete. Nous donnons une courte demonstration de ce resultat dans 
l'appendice 4. Dans la partie 6 nous montrons que la structure projective deformee est de 
volume fini. 

3.2. Deformation de structure projective. — Soit M. une variete hyperbolique de 
volume fini et M une hypersurface totalement geodesique de M. de volume fini. On note 
Devo : M. -*■ Q c P n et po : ^i(M) ->■ SL n+ i(IR) un couple developpante-holonomie qui definit 
la structure projective M.. On note H une composante connexe de la preimage de M dans Q. 
On se donne xq un point de H. La variete Ai-Af possede une ou deux composantes connexes, 
nous allons distinguer ces cas dans les deux paragraphes suivants. 

3.2.1. Deformation dans le cas separant. - - On suppose que la variete M.-M possede deux 
composantes connexes M. g et M. d . 

Le theoreme de Van Kampen montre que le groupe fondamental de M. peut s'ecrire comme 
le produit amalgame suivant : 



iri(M) = iri(M g ) * iri(Md) 
ttiCAO 



EXEMPLES DE VARIETES PROJECTIVES STRICTEMENT CONVEXES DE VOLUME FINI 11 



On cherche a deformer la representation po, pour cela on peut essayer de definir une nouvelle 
representation de la fagon suivante : 
Soit a e SL ri+1 (IR), on pose : 



Pa : m(M) - SL n+1 (R) 

^ | Po(l) Si 7 € 7Tl(Mg) 

1 apo^a- 1 si 7 e -Ki{M d ) 



7 



La representation p a est bien definie si et seulement si V<5 e 717 (AT), on a po(^) = a Po(<5) a_1 ? 
autrement dit si et seulement si a appartient au centralisateur de Po( 7r i(-^)) dans SL n+1 (IR). 
L'existence d'un tel element est assuree par le lemme 3.3. 

C g et Cd les adherences des deux composantes connexes de Q - U jH (les 'jH sont 

7£7ri(M) 

disjoints puisque est une hypersurface) qui bordent H. Le stabilisateur de C g (resp. Cd) 
dans 717 est le groupe 7ii(A4 g ) (resp. Tri(A^d)). 

La nouvelle developpante est l'unique homeomorphisme local p a -equivariant qui prolonge 
l'application Dev a : C g u d -*■ P n suivante : 

• Si x eC g alors on pose Dev a (x) = Devo(x). 
■■ Si x e Cd alors on pose Dev a (x) = a • Devo(x). 

.'. L'existence et l'unicite du prolongement de Dev a a Q = M. est evidente. 

Le theoreme 3.7 montrera que Dev a est un homeomorphisme sur un ouvert proprement 
convexe de Q. 

3.2.2. Deformation de structure projective dans le cas non separant. - - On suppose que la 
variete M-N est connexe. 



On note la variete a bord obtenue en decoupant M. le long de ftf, c'est a dire en 
ajoutant deux copies de Af a M. - M . La variete M.^ possede deux bords M g et Md- On choisit 
un point Xq e Af. On a une projection naturelle p : A4^ A4 qui est un homeomorphisme 
lorsqu'on la restreint a l'interieur de A4^ . On se donne a un chemin de la variete A4^ qui va 
du bord Af g au bord Afd dont la projection p(a) sur A4 est un lacet de A4 base en xq. Le 
theoreme de Van Kampen montre que le groupe fondamental de A4 peut s'ecrire comme la 
HNN-extension suivante : 



TTiO^Xo) = iti(M\x g )* a 

On note x g (resp. Xd) le point de depart (resp. d'arrivee) de a, c'est l'unique point de Af g 
(resp. Afd) qui se projete sur xq. Le fait que ni(M) - -K\(M^)* a signifie que Hi(A4) est le 
quotient du produit libre du groupe 7ii(A4 ji ) et du groupe engendre par le lacet a par la 
relation suivante : 



V7 9 € ?r 1 (A/' g ,x 5 ), V7 d £ 7rx(J\f d ,x d ) tel que p*(%) = p*{ld) alors 7 9 = « X 7d« 
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On peut essayer de definir une nouvelle representation de la fagon suivante : Soit a e 
SL n+ i(R), on pose : 



p a : k x (M,x ) -> SL n+1 (M) 

^ [ Po(l) si 7 e n^M^Xg) 
1 ap (a) si 7 = a 



7 



La representation p a est bien definie si et seulement si : 

V79 e tti(AA 5 ,x 9 ), V7 d e iri(N d ,x d ) tel que p*(7 9 ) =p*(7d) on a : 

Or, 

• Pa(lg) = Po(lg) = PoO)^ Poild) PoO) 

■■ Pa(a _1 7dtt) = Pa{a' 1 )pai,ld)pa{a) = Po(tt) _1 a _1 Po(7rf)apo(a) 

Autrement dit p a est bien definie si et seulement si a appartient au centralisateur de 
PoC^iC^/d, x d)) - PoC^iC-A/"? x o)) dans SL n+1 (IR). L'existence d'un tel element est assuree par 
le lemme 3.3. 

On note C une composante connexe de Q - U jH. Le stabilisateur de C dans iti(M.) 

7£7ri(A / !) 

est le groupe tti(M^). 

La nouvelle developpante Dev a est l'unique homeomorphisme local p a -equivariant qui 
prolonge l'application Dev a |c = Devo|c- 

Le theoreme 3.7 montrera que Dev a est un homeomorphisme sur un ouvert proprement 
convexe de Q. 

3.2.3. Centralisateur du groupe fondamental d'une hypersurface. - - Le lemme suivant est 
elementaire. 

Lemme 3.3. - - Soit A un reseau de SO n _i i i(IR) ; on considere la representation p de A 
obtenue a I'aide de I'injection qui preservent la premiere coordonnee de SO n _i i i(M) dans 
SO ni i(IR) puis de I'injection canonique dans SL n+ i(IR). La composante connexe du centrali- 
sateur de p(A) dans SL n+ i(R) est le groupe de matrices diagonales suivant (pour t>0) : 

( e nt ••• \ 

e-* ■-. ; 
; •■. ■■. 

\ •••0 e"* / 

En particulier, la composante connexe du centralisateur de p(A) dans SL n+1 (IR) est isomorphe 



at = 



Demonstration. — Borel a montre que tout reseau d'un groupe de Lie algebrique semi-simple 
est Zariski dense ([Bor60]). Par suite, le centralisateur de p(A) dans SL I1+1 (R) est egale au 
centralisateur de SO n _i i i(IR) dans SL n+1 (IR). D'ou le resultat. □ 
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II est temps a present de donner un nom a cette deformation. 

Definition 3-4- — Soient M une variete hyperbolique et AT une hypersurface totalement 
geodesique de M de volume fini. On note M la variete topologique sous-jacente a M. Le 
chemin c : R -> P(M) donne par le couple (Dev at , p at ) s'appelle un pliage de M. le long de M . 

3.3. Le pliage en terme de cartes. — Dans ce paragraphe on se propose de donner la 
definition du pliage en terme de cartes. Commengons par rappeler comment on recolle deux 
varietes a bord le long d'un bord d'un point de vue topologique. 

Soit Mt une variete a bord (a priori non connexe) avec deux bords connexes N g et N d 
homeomorphes via un homeomorphisme ip. II existe alors un voisinage U g (resp. U d ) de N g et 
(resp. Nd) dans Aft homeomorphes via un homeomorphisme Tp qui prolonge tp. Ces voisinages 
tubulaires permettent de recoller les bords N g et N d de Aft. De fagon precise, il existe alors 
une unique variete Af qui possede une sous-variete plonge N homeomorphe a N g tel qu'il 
existe une identification de Aft avec la variete a bord Af \n obtenue en decoupant Af le 
long N. Enfin, cette identification permet d'ecrire l'homeomorphisme Tp entre les voisinages 
tubulaires U g et Ud comme une reflexion dans les cartes. 

On peut faire la meme chose avec une variete projective a bord totalement geodesique. 
Cette fois-ci, il faut prendre un homeomorphisme Tp entre U g et U d qui lu dans les cartes est 
une application projective. On obtient ainsi une structure projective sur la variete Af . 

Plier la structure d'une variete hyperbolique M le long d'une hypersurface propre totale- 
ment geodesique M se fait en plusieurs etapes. Tout d'abord, on decoupe M le long de J\f, et 
on obtient la variete projective a bord totalement geodesique . Ensuite, on remarque que 
M. est obtenue par le recollage de la variete projective M) via un isomorphisme projectif Tp^ 
entre deux voisinages tubulaires U g et Ud- Enfin, on recolle la variete projective JVft via un 
isomorphisme projectif Tp~ t = a t Tpo, ou a t est une application projective qui est l'identite sur 
AT et lu dans les cartes est conjugue a la matrice a t . 

3.4. Vision geometrique d'un pliage. — 

Soient H un hyperplan projectif, p un point de P n qui n'est dans H et t un reel. On definit 
alors la transformation projective An, P ,t de la fagon suivante : 

• A H>Ptt e SL n+1 (R) 
•' A H>Ptt est l'identite sur H 

■'■ A HtP j fixe le point p et la valeur propre associee a la droite p de M n+1 est e nt . 
Dans une base convenable, la matrice de A Hp j est la matrice a t . 

Soient Q un ouvert proprement convexe et H un hyperplan de P n qui rencontre Q et p un 
point a l'exterieur de Q et de H. Une des etapes du pliage d'un ouvert proprement convexe 
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fl revient a appliquer An, p ,t sur une composante connexe de fl \ H et l'identite sur l'autre. 

Soit q un point dans Tune des deux composantes connexes de fl \ H. On note fl q l'adhe- 
rence de la composante connexe de fl \ H contenant q et fl q l'autre adherence. Enfin, on 
note P\i n ^ HtPM (Q) Fensemble fl q u A HjP!t (fl q ) . 

II ne semble pas evident a priori que toutes ces transformations vont preserver la convexite 
de l'ouvert fl et l'injectivite de la developpante. Mais c'est le cas. C'est l'objet du theoreme 
3.7 demontre dans la partie 4. Pour comprendre les rouages de cette demonstration, il faut 
remarquer les 3 points suivants. 

On identifie le revetement universel de M. de la variete hyperbolique M. que l'on veut 
plier le long de l'hypersurface M avec un ellipsoi'de fl. Les releves de M a fl definissent des 
hyperplans projectifs Hi et le dual de l'hyperplan Hi pour la forme quadratique definissant 
l'ellipsoi'de fl est un point pi de P n . Le point pi est 1' intersection des hyperplans tangents a 
dfl en un point de Hi n dfl. Nous appelerons une composante connexe de la preimage de J\f 
dans fl un mur, et nous appelerons chambres de fl les adherences des composantes connexes 
de fl prive des murs. 

Plier la structure projective de M. signifie modifier successivement Q en lui appliquant 
des conjuguees des transformations An itPit t °u t comme expliquer precedemment (i.e en 

appliquant des conjuguees de Pliff i)Pij t jgi ). Ainsi apres un nombre denombrable de transforma- 
tions (suggere par la figure 4) on obtient une partie fit de l'espace projectif qui est preserve 
par p t . L'un des buts du theoreme 3.7 est de montrer que cette partie est en fait un ouvert 
convexe. La remarque n°l est que l'image d'une chambre de Q par toutes ces transformations 
est encore convexe, puisque Dev 4 restreinte a une chambre est une application projective. 

La remarque n°2 est que l'image de la reunion de deux chambres adjacentes de Q par 
toutes ces transformations est encore convexe. C'est la consequence du lemme ci-apres 3.5. 
Cette remarque nous assure que tout point possede un voisinage convexe. 

La remarque n°3 est que si x est un point du bord (dans P n ) de l'un des Hi n Q, alors 
l'image de la reunion des chambres de Q qui contiennent x dans leur adherence est encore 
convexe. On a une sorte de "convexite a l'infini". II y a deux types de points x sur le bord 
de Hi n fl, il y a ceux qui correspondent a un cusp de J\f et qui sont fixes par un groupe 
parabolique et il y a les autres. Si x est dans la deuxieme categorie alors il y a seulement 
deux chambres de fl qui le contiennent dans leur adherence, on est done ramene a la remarque 
n°2. Par contre, si x correspond a un cusp de M alors il est inclus dans une infinite de Hj 
pour j € J. Mais ces (Hj)j £ j ne se rencontrent pas dans fl par consequent, leur intersection 
est un sous-espace projectif de dimension n - 2, et on peut les enumerer avec Z. De plus, la 
tangente enia dfl est preserve par tous les Au hV ^ t - Par consequent, on obtient le resultat 
annonce en appliquant le lemme 3.5 a l'aide d'une recurrence. 
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Lemme 3.5. - - Soient un ouvert proprement convexe de P ra , H un hyperplan de P n qui 
rencontre Q, p un point de P" a Vexterieur de H et de Q. Soit A une carte affine contenant 
Q et p. On note C\ et C<i les deux adherences des composantes connexes de Q\ H. Supposons 
que le demi-cone C de sommet p et base H n Q contienne Q alors V ensemble C\ u Aff )P)4 (C 2 ) 
est convexe. 

Demonstration. — Soient x un point de C\ et y un point de v4# iPj i (C2 ) • Comme le demi-cone 
est preserve par An, p ,t et contient fl, le point y appartient a C. Comme le demi-cone C est 
convexe, il contient le segment [a;,?/]. Ce segment traverse le mur H n fl en un point z, le 
segment [x, z] est inclus dans le convexe C\ et le segment [z, y] est inclus dans le convexe 
A H , p , t {C 2 ). □ 



3.5. Un theoreme de convexite. — La premiere difficulte est de comprendre pour- 
quoi cette deformation donne une structure projective PROPREMENT CONVEXE. Signa- 
lons tout de meme que si la variete M etait compacte alors le theoreme suivant de Koszul 
([Kos68]) nous assurerait que pour t assez petit la deformation de po fournit par l'element 
a t serait encore convexe. 

Theoreme 3.6. — Soit M une variete compacte, Vespace (3(M) est ouvert dans P(M). 

Nous allons montre le theoreme suivant : 

Theoreme 3.7. — Soit M. une variete hyperbolique et M une sous-variete totalement geode- 
sique de M. . Les structures projectives associees au phage de M. le long de Af sont proprement 
convexe. De plus, notons Devt : Qq ^- Qt la developpante de la nouvelle structure projec- 
tive, alors V application Devt se prolonge de fagon unique en un homeomorphisme tti(A4)- 
equivariant : Dev t ■ Qq -> fit qui induit un homeomorphisme Devt ■ dflo -> dQf 

La partie 4 est consacre a la demonstration de ce theoreme. 

Remarque 3.8. — Dans [Kap07], Misha Kapovich montre une version proche de ce theo- 
reme. Au lieu de recoller des varietes projectives convexes le long d'une hypersurface tota- 
lement geodesique. II recolle aussi des varietes projectives convexes compactes a coins qui 
verifient certaines conditions de compatibilite. 

Notations 2. — Soit t > 0, on notera A t (resp. 0< ) le groupe (resp. l'ouvert proprement 
convexe) obtenu par le phage de Aio le long de Mo a l'aide l'element at- On notera Dev* : 
~~* la nouvelle developpante. 



4. Demonstration du theoreme de convexite 

Le but de cette partie est de donner une demonstration du theoreme 4.7 dont le theoreme 
3.7 est un corollaire. 
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4.1. Definition. — 

Tout d'abord pour demontrer un resultat de convexite le cadre de P n n'est pas le plus 
approprie. Nous allons done nous placer sur la sphere projective S ra qui est le revetement a 
deux feuillets de P ra ou encore l'espace des demi-droites vectorielles de IR n+1 . On notera tt la 
fibration naturelle tt : lR n+1 \ {0} -> S n 

Definition 4-1- ~ ~ Une partie Q de § n est dite convexe lorsque la reunion 7r _1 (f2) u {0} est 
une partie convexe de Un ouvert convexe Q de § n est dit proprement convexe lorsque 

son adherence est incluse dans une carte affine de ce qui est equivalent au fait que son 
adherence ne contient pas de points diametralement opposes. 

Remarque 4-2. — Tout ouvert convexe de § n est ou bien § n tout entier ou bien inclus 
dans une carte affine. De plus, soit Q un ouvert convexe de § n , on remarquera que si Ei 
et E 2 sont deux sous-espaces affines inclus dans Q alors il existe un sous-espace affine E 3 
inclus dans Q dont la direction E 3 est E\®E%- Tout ouvert convexe de § n possede done une 
direction maximale Eq egale au sous-espace vectoriel engendre par l'intersection Q n -Q dans 
K n+1 . Enfin, la projection de f2 dans la sphere projective quotient S(]R ri+1 /-^) est un ouvert 
proprement convexe. 

Nous allons avoir besoin d'un peu de vocabulaire. Soit M. une variete projective. On peut 
definir la notion de segment et de convexite sur le revetement universel M. de M.. 

Definition 4-3. - - Un segment de A4 est une application s : [0, 1] -»• M tel que la composee 
Dev o s : [0, 1] -> § n est une application continue injective qui definit un segment de S n de 
longueur inferieure ou egale a tt pour la distance canonique sur S n . 

Une partie A de M. est dite convexe lorsque tout couple de points de A peut etre joint par 
un segment. 

Definition 4-4- — Soit M. une variete projective. On se donne (Wi)i 6 / une famille locale- 
ment finie d' hyp ersurf aces propres totalement geodesiques de M. On appelera les (Wj)j e i des 
murs. On appelera chambre Fadherence de toutes composantes connexes de M. \ [JWi- On 

iel 

dira que deux chambres sont adjacentes lorsque leur intersection est incluse dans un unique 
mur. 

L'intersection de deux murs W± et W2 est vide ou une sous-variete propre totalement 
geodesique de codimension 2. Lorsqu'elle est non vide, on dira que l'intersection de deux 
murs Wi et W2 est incluse dans une situation diedrale lorsqu'il existe un entier m ^ 2, une 
suite de m murs (Wj)i=i... m , et une suite de 2m chambres (Cj)j = i...2 m tel que (Voir figure 5) : 

— l'intersection de ces m murs et 2m chambres soient l'intersection W\ n W%. 

— Deux chambres consecutives sont adjacentes. 

— Le mur contenant l'intersection des deux chambres consecutives Ci et est aussi le 
mur contenant l'intersection des deux chambres consecutives Cj +m et C i+1+m . 

Remarque 4-5. — L'image d'un mur par la developpante de la structure projective de M. 
est un ouvert convexe d'un hyperplan projectif de § n . 
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4.2. Le theoreme. — 

Remarque 4-6. — L'application Dev est un homeomorphisme local et l'espace (P ra ,<i can ) 
est un espace metrique, il existe done une unique distance sur M. tel que l'application Dev 
est une isometrie locale. On note Cl(M.) le complete de M. pour cette distance. L'espace 
Cl(M) est compact et l'application Dev se prolonge en une application continue encore notee 
Dev de Cl(M) vers § n . 

Theoreme ^.7. — Soit M. une variete projective. On se donne une famille finie d'hyper- 
surfaces propres totalement geodesiques (Hi)i e j. Cette famille definit une famille localement 
finie de murs du revetement universel M.. On suppose que : 

■ Les chambres de M. sont convexes. 

■■ La reunion de deux chambres adjacentes est convexe. 

.'. Toute intersection non vide de deux murs est incluse dans une situation diedrale. 
•:• Pour tout mur W, et tout point Xoo £ dW c Cl(M), la reunion des chambres contenant 
Xoo dans leur adherence (dans Cl(A4)) est convexe. 

Alors, la variete projective M. est convexe. 

4.3. Demonstration du theoreme 4.7. — 

La demonstration de ce theoreme se deroule en plusieurs etapes. La difhculte est d'obtenir 
le lemme suivant : 

Lemme 4-8. — L 'ensemble M. est convexe. 

Nous allons commenger par montrer comment ce lemme entraine le theoreme 4.7. Ensuite 
nous montrerons ce lemme a l'aide d'un argument de connexite. 

Demonstration du theoreme 4-7 a l'aide du lemme 4-8. — On doit montrer que l'application 
Dev est un homeomorphisme sur son image Q et que Q est une partie convexe de P n . 

L'application Dev est un homeomorphisme local pour montrer que e'est un homeomor- 
phisme sur son image, il suffit done de montrer qu'elle est injective. 

Soient x et y deux points de M, il existe un segment s qui relie x ky dans A4, l'application 
Dev o s est injective done si Dev(x) = Dev(y) alors x = y. L'application Dev est done un 
homeomorphisme sur son image Q. 

Enfin, l'ouvert Q est convexe puisque e'est l'image de M. qui est convexe. □ 

4.4. Demonstration du lemme 4.8. — 

On appelle point singulier de M. tout point inclus dans l'intersection de trois murs W\, 
W2 et W% tel que W\ n W2 n W3 est une sous-variete totalement geodesique de codimension 
3. On note Sing l'ensemble des points singuliers de M.. Soient x un point de M. et C une 
chambre de M.. On definit les ensembles suivants : 

C reg = {y eC tel qu'il existe un segment dans M. - Sing reliant x a y} 
C* = {y eC tel qu'il existe un segment dans M. reliant x ky) 
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Lemme 4-9. - - L 'application qui aye C reg associe le nombre et I 'ensemble des murs tra- 
versees par le segment [x,y] est localement constante. 

Demonstration. — C'est l'hypothese "toute intersection non vide de deux murs est incluse 
dans une situation diedrale" qui donne ce lemme. II suffit de regarder la figure 5. □ 

Lemme 4-10. — L 'ensemble C reg est ouvert dans C . 

Lemme 4-H- — Les composantes connexes de C* sont fermees dans C. 

Corollaire 4-12. — Si C reg est non vide alors C* = C. 

Commengons par montrer que ces lemmes entrainent le corollaire 4.12 et le lemme 4.8. 

Demonstration du corollaire 4-12 a I'aide des lemmes 4-10 et 4-H 

Nous allons montrer que C* est dense dans C. Soit y e C reg , on note A reg une composante 
connexe de C reg . Le nombre de murs traverses par les segments [x, y] pour y e A reg ne depend 
pas de y (lemme 4.9). On note A* la composante connexe de C* contenant A reg . Par hypothese, 
A* est ferme dans C. 

Les murs forment une famille localement finie dans Ai, par consequent Sing est une reunion 
localement finie de sous-varietes totalement geodesique de codimension 3. 

Comme 1 'ensemble des murs traversees par tout segment [x,y] est constant pour y e A reg , 
il existe un ferme S de codimension 2 de C tel que A reg n S c = A* n S c (S c = C \ S). Ainsi, les 
lemmes 4.10 et 4.11 montrent que A reg n S c = A* n S c est ouvert et ferme dans S c . Or, S est 
de codimension 2 par consequent S c est connexe puisque C est convexe. 

Ensuite, S c est dense dans C toujours car S est de codimension 2, par consequent C reg est 
non vide si et seulement si C reg n S c est non vide puisque C reg est ouvert. 

II vient done que A reg n S c = A* n S c = C n S c . Le lemme 4.11 montre que A* = C, puisque 
S c est dense dans C. II vient que si C reg est non vide alors C* = C. □ 

Demonstration du lemme 4-8 a I'aide du corollaire 4-12. — A present, pour montrer que Ai 
est convexe, il suffit de choisir un point i de jM. On dira que deux points x et y sont 
a distance combinatoire inferieure ou egale a n si et seulement s'il existe une suite de n 
chambres C\,...,C n tel que x e C±, y e C n , G\ et Cj+i sont adjacentes. 

Le corollaire 4.12 montre facilement a I'aide d'une recurrence que la reunion des chambres 
a distance combinatoire inferieure ou egale a n de x est etoile par rapport a x. L'ensemble 
M. est done convexe. □ 

4.5. Demonstration du lemme 4.10. — 

Demonstration du lemme 4-10. — Soit y e C reg , il existe un segment s reliant x a y dans 
M. \ Sing. Comme l'image d'un segment est compact elle est incluse dans un nombre fini de 
chambres de M.. On note (x J )j=i...Ar les points d'intersections du segment [x,y] avec les murs 
de M. numerates via la parametrisation de [x,?/]. On pose x° = x et x^ 1 = y. 

Comme les chambres sont convexes et M \ Sing est ouvert, il existe des voisinages V x % 
de x % (pour % = 1,...,N + 1) dans M. tels que l'enveloppe convexe dans chaque chambre 
des couples (V x i,V x i+i) contienne un voisinage convexe du segment inclus dans la 
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chambre contenant et qui ne rencontre pas Sing. La reunion de ces voisinages 

contient un voisinage convexe de II existe done un voisinage ouvert du point y dans 

C re 9. □ 



4.6. Demonstration du lemme 4.11. — 

L'enonce du lemme suivant est assez technique. 

Lemme 4-13. — Soit (s n ) ne m une suite de segments d'extremites le point x et un point 
y n appartenant d une composante connexe de C* fixee. Le segment s n traverse N n murs 
W™, ...,Wjy de M. ( ordonnes par la parametrisation de s n ). On note (2^)i=i..jv n les points 
d 'intersection de s n avec les murs de M. ( ordonnes via la parametrisation de s n ). Si la suite 
(^n)neN diverge dans M. et converge dans Cl(M.) vers x^, alors, si n est assez grand, la 
suite N n est constante egale a un certain N, les suites W™, Wjy sont constantes et les 
suites (x l n ) n ew pour i = 2...N diverge dans M. et converge dans Cl(M) vers x^. 

Demonstration du lemme 4-13. — Comme toutes les intersections de murs sont incluses dans 
une situation diedrale, le lemme 4.9 montre que l'ensemble des murs traverses est constant et 
done fini. Par consequent, on peut supposer que les segments s n traversent N murs M. et que 
la suite W™, W£ est constante. La suite de segments est incluse dans la reunion de 

deux chambres adjacentes : C\ et C adjacentes au mur W\. La reunion de ces deux chambres 
est convexe et la suite x\ converge vers le point x\ de Cl(M). Par suite, la suite x\ diverge 
dans M. et converge dans Cl{M) vers x^. 

On itere ce raisonnement pour obtenir la conclusion pour toutes les suites (x l n ) ne ^ pour 
i = 2. ..N. □ 

Demonstration du lemme 4-H- — Soit y n une suite de points d'une composante connexe de 
C*. Supposons que la suite (y n )nm converge dans M. vers un point y^. Nous allons montrer 
qu'il existe un segment entre x et y^. II existe un segment s n reliant x a y n dans M. On vient 
de voir (lemme 4.13) que les segments s n traversent N murs. On note (a^)j=i.,.jv les points 
d'intersections du segment s n avec les murs de M. numerotes via la parametrisation de s n . 
On pose x° = x et x% +1 = y n . 
On a trois cas a distinguer : 

— Toutes les suites (xlJ^fq divergent. En particulier, la suite (x^) ne pj diverge dans X, 
quitte a extraire, on peut supposer qu'elle converge dans Cl(M). 

— II existe un Zo = 2,...,N tel que la suite (xn ) n eN diverge dans M. mais sous-converge 
dans Cl(M) et la suite (in rl ) n£ N converge dans M.. 

— Toutes les suites (x l n ) n ^ convergent dans M.. 

Nous allons montrer que les deux premiers cas sont absurdes. Le lemme 4.13 montre que dans 
le premier cas les suites [x\^) n m pour % = 1...N converge vers un point x^ de Cl(M.) - M.. 

La quatrieme hypothese du theoreme 4.7 affirme que la reunion des chambres contenant le 
point dans leur adherence dans Cl(M.) est convexe. 

Par consequent la suite y n converge x]^ qui n'est pas dans M.. Ce qui est absurde. L'ab- 
surdite du second cas se demontre exactement de la meme maniere. 
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Par suite, toutes les suites (a4) n eN convergent dans M.. II vient que les points x et sont 
relies par une reunion finie de segments qui verifie de plus que sa restriction a la reunion de 
deux chambres adjacentes est un segment. Ce chemin est done un segment. □ 

4-6.1. Demonstration du theoreme 3.7. - - Pour terminer la demonstration du theoreme 3.7, 
il faut montrer que dans le cas qui nous interesse la structure projective convexe est propre- 
ment convexe. Ce n'est pas tres difficile. C'est une consequence de la proposition suivante et 
du fait que les representations pt sont irreductibles. 

Proposition 4-14- ~ ~ L'holonomie d'une structure projective convexe non proprement 
convexe n'est pas irreductible. 

Demonstration. — La remarque 4.2 montre que l'holonomie d'une structure projective 
convexe doit preserver l'espace vectoriel engendre par l'intersection Q n -Q. Une structure 
projective convexe est non proprement convexe si et seulement si cette intersection est non 
vide. □ 

Demonstration du theoreme 3. 7. — II nous reste a montrer que l'application Dev t '■ ~* &t 
se prolonge de fagon unique en un homeomorphisme 7r 1 (A / i)-equivariant : Dev 4 : Q ->■ fl t qui 
induit un homeomorphisme Dev t : 8Qq -> dfl t - 

Pour cela, on identifie M. avec Q , et il faut montrer que l'on peut identifier Cl(M) et 
Qq. L'espace Cl(Ai) est le complete de M. muni de la distance qui fait de l'application 
Dev t : M. -> S n une isometrie locale. Les chambres de M. forment une partition de M. 
en partie convexe. L'application Dev t restreinte aux chambres de M. est une application 
projective. L'adherence d'une chambre de M. pour la metrique induite par Dev 4 correspond 
done a l'adherence d'une chambre de Qq dans § n . 

La remarque 4.6 montre que l'application Dev t se prolonge en une application continue 
de Cl(M.) = Qq vers § n . Cette application restreinte a Qq est un homeomorphisme sur son 
image et son image est le convexe Qt par le theoreme 4.7. 

Le prolongement de Dev 4 est done un homeomorphisme Qq -> Q t , 7Ti(A^)-equivariant qui 
induit un homeomorphisme Dev 4 : dQo ->■ dflf D 



5. Irreductibilite, Zariski-Densite et Minimalite 
5.1. Irreductibilite. — 

Definition 5.1. — Soit V un sous-groupe de SL n+1 (IR). On dira que V est irreductible ou 
que T agit de fagon irreductible sur IR n+1 lorsque les seuls sous-espaces vectoriels de 
invariant par T sont {0} et M. n+1 . 

Definition 5.2. — Soit Y un sous-groupe discret et infini de SO njl (R). On se donne x un 
point de EI et on definit l'ensemble : 

Lp° = {a; oo € dM tel qu'il existe une suite d'elements 7„ e T tel que 7 n ■ xq -*■ Xoo} 

n— >oo 

Cet ensemble ne depend pas du point x$. On l'appele l'ensemble limite de V et on le note 
L-p. Lorsque T n'est pas virtuellement abelien c'est le plus petit ferme non vide invariant par 
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T et c'est l'adherence des points attractifs des elements de T. On pourra consulter le livre 
([Rat06]) pour avoir des details. 

Lemme 5.3. - - Soit V un sous-groupe de SO ni i(IR). Si V n'est pas irreductible alors I'en- 
semble limite de T est inclus dans un hyperplan de dM. 

Demonstration. — Si T est virtuellement abelien alors l'ensemble limite de T contient au 
plus deux points, il est done inclus dans un hyperplan de dM. 

Si T n'est pas virtuellement abelien alors l'ensemble limite de T est le plus petit ferme non 
vide T-invariant de dM. Nous allons montrer que T preserve un ferme non vide de dM. de la 
forme F n dM, ou F est un sous-espace vectoriel de IR n+1 . 

Comme le groupe T n'est pas irreductible, il preserve un sous-espace vectoriel E de M. n+1 
de dimension p. Notons C = {x e IR n+1 | q(x) < 0} le cone de lumiere de q. 
La forme quadratique q restreinte a E possede trois signatures possibles : 
(p, 0) ou de fagon equivalente E nC = 

■■ (p-1,1) " EnC±0 

.: (p-1,0) " EnC = et EndC * 

Dans les deux derniers cas, l'intersection E n dM est non vide et preserve par T, dans 
le premier cas l'intersection de E 1 n dM est non vide et preserve par T. Par consequent, 
l'ensemble limite de T est inclus dans un hyperplan de dM. □ 

5.2. Ensemble limite. — La definition d'ensemble limite pour un sous-groupe discret T 
de SL n+ i(IR) n'est pas aussi simple que pour un sous-groupe de SO nj i(lR), meme s'il preserve 
un ouvert proprement convexe. En effet, on ne peut pas definir l'ensemble limite a l'aide d'un 
point base x , car c'est la strict-convexite de l'ellipsoide qui donne l'independance en x de 
l'ensemble limite Lp°. 

Mais Yves Benoist a montre le theoreme suivant qui nous permet de definir l'ensemble 
limite dans un cadre plus general (lemme 2.5 de [BenOO] ou lemme 3.6 [Ben97]). 

Theoreme 5-4 (Benoist). - - Soit T un sous-groupe discret de SL n+ i(IR) qui preserve un 
ouvert proprement convexe Q de P n . Si T est irreductible alors il existe un unique ferme non 
vide Y -invariant L-p tel que sifcT est un ferme non vide V -invariant alors Lr <= F. On 
appelle ce ferme l'ensemble limite de T, on le note Lp, c'est l'adherence des points attractifs 
des elements de T. 

Proposition 5.5. — Le groupe A t que I'on a construit est irreductible. Par consequent son 
ensemble limite est bien defini. L 'action du groupe A t sur le bord dUt du convexe Ut est 
minimale (i.e il n' existe pas de ferme non triviale invariant par V), autrement dit l'ensemble 
limite du groupe At est egale a dl5f 

Demonstration. — La variete projective Ait a ete construite a l'aide d'un phage de la variete 
hyperbolique M. Q le long de l'hypersurface Mq. On note H un releve de Mq a Ut pour tout 
teR. 

Les composantes connexes de W = Ut \ 'jH sont des convexes inclus dans Ut- Si M. \J\f 

7eA 4 

possede deux composantes connexe alors on note C\ et les deux composantes connexes 
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de W qui bordent H. Si M. \ M est connexe alors on note l'une des deux composantes 
connexes de 15' qui bordent H. 

Les arguments qui suivent ne dependent pas du cas dans lequel on est. On se place done 
dans l'un des deux cas, on note C t le convexe Cj, ou C f *. 

Le stabilisateur A™ or de C t est conjugue a un sous-groupe discret de SO n) i(R) et la variete 
Cfj firnor eSt une variete hyperbolique non complete. De plus, le volume de tout ferme inclus 
dans C t l p^or est fini. L'ensemble limite de A™ or est done dC t \ [J jH. 

7eA t 

Par consequent, Paction de A™ or sur IR n+1 est irreductible (lemme 5.3). II vient que le 
groupe At est aussi irreductible. En particulier, son ensemble limite est bien defini (theoreme 
5.4). 

De plus, l'ensemble limite de A t contient les ensembles limites de tous les stabilisateurs des 
composantes connexes de U t \ [J jH. Par suite, l'ensemble limite de A t est dU t (i.e Paction 

7eA t 

de Aj sur dUt est minimale). □ 

5.3. Zariski-densite. — Le theoreme suivant est du a Yves Benoist dans [BenOO]. 

Theoreme 5.6 (Benoist). - - Soit V un sous-groupe discret de SL n+ i(IR) qui preserve un 
ouvert proprement convexe Q de P™. Si V action de V sur le bord de Q est minimale alors 
I'adherence de Zariski de T est conjuguee a SO nj i(lR) ou SL n+ i(IR). 

Corollaire 5.7. - - Les groupes A t que Von a construit sont Zariski dense dans SL n+ i(IR). 

Demonstration. — II ne nous reste plus qu'a montrer que I'adherence de Zariski G de A t ne 
peut pas etre conjuguee a SO n) i(lR). 

On reprend les notations de la demonstration de la proposition 5.5. Les stabilisateurs 
des composantes connexes de U t \ [J jH sont des sous-groupes discrets irreductibles de 

7eA t 

differents conjugues de SO n) i(lR). 

Or, le lemme 5.8 montre que ces groupes sont Zariski denses dans le conjugue de SO nj i(M) 
qui le contient. Par consequent, le groupe G ne peut etre conjugue a SO ni i(lR). □ 

Lemme 5.8. - - Tout sous-groupe discret et irreductible de SO ni i(lR) est Zariski dense dans 
SO n , x (R). 

On pourra trouver une demonstration de ce lemme dans [BdlH04]. 

Remarque 5.9. — On aurait pu montrer que A t est Zariski-dense en utilisant simplement 
le fait que SO ni i(lR) est un sous-groupe ferme connexe maximale de SL n+1 (IR). Nous avons 
choisi de montrer que Paction de A t sur U t est minimale car cela nous sera utile par la suite. 



5.4. Quelques consequences. — 
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5.4-1- Un pliage est une deformation non triviale. — 

Corollaire 5.10. - - Le pliage d'une variete hyperbolique de volume fini le long d'une hyper- 
surface totalement geodesique definit une deformation non triviale de la structure projective. 

Demonstration. — Supposons que les representations p t et p t i sont conjugues par un element 
g e SL n+ i(R). II est clair que p t + pf si t + V . On ne fait que le cas M. \ J\T possede deux 
composantes connexes. L'autre cas est analogue. 

Les representations p t et p t i sont egales sur 7Ti(M g ). L'adherence de Zariski de Pt(^i(Mg)) 
est SO n) i(R) (lemme 5.8), par suite, g appartient au centralisateur de SO nj i(IR) dans 
SL n+1 (IR), c'est a dire au centre de SL n+1 (lR). Par suite p t = p t >, ce qui est absurde. 

□ 

5.4.2. Le groupe A t n'est pas un reseau de SL n+1 (IR). — 

Remarque 5.11. — Le groupe A t n'est pas un reseau de SL n+1 (IR), car Faction d'un re- 
seau de SL n+1 (IR) sur Fespace SL n+1 (IR)-homogene P n est ergodique. C'est une consequence 
du theoreme d'ergodicite de Moore et du theoreme de dualite, on pourra consulter le livre 
[BMOO] (notamment l'exemple 2.9 page 92). 

5.4-3. L'ouvert I5 t n'est pas homogene. — 

Proposition 5.12. - - Le groupe Aut(U t ) est discret par consequent, le groupe A t est d'indice 
fini dans le groupe Aut(U t ). 

Demonstration. — Cette proposition est une consequence directe de la proposition 5.13 ci- 
dessous et du corollaire 5.7 ci-dessus. □ 

La proposition suivante est connue depuis longtemps. 

Proposition 5.13. - - Tout sous-groupe V Zariski-dense d'un groupe de Lie quasi-simple G 
est discret ou dense. 

Demonstration. — Soit H l'adherence de T pour la topologie separee de G, on note H la 
composante neutre de H. Le groupe H Q est normalise par un sous-groupe d'indice fini de T 
car H possede un nombre fini de composantes connexes puisque c'est un groupe algebrique. 
Par suite, Hq est normalise par G puisque T est Zariski-dense. Comme G est quasi-simple, 
Hq est egale a G ou {1}. Par suite, T est discret ou dense. □ 

6. Conservation de la finitude du volume 

6.1. Les theoremes de Dirichlet et de Lee. — Le celebre theoreme qui suit nous sera 
utile pour montrer que le pliage conserve la finitude du volume de la structure projective 
proprement convexe. 

Theoreme 6.1 (Dirichlet). — Soit V un sous-groupe discret de SO n! i(lR). // existe un do- 
maine fondamental convexe et localement fini pour V action de V sur H. 

Si besoin, on rappelle la definition d'un domaine fondamental. 
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Definition 6.2. — Soient X un espace topologique et V un groupe qui agit sur X par 
homeomorphisme, on dit qu'une partie fermee D c X est un domaine fondamental pour 
V action de V sur X lorsque : 

- UlD = X. 

o o 

- V7 + 1, 7D n D = 0. 

De plus, un domaine fondamental D pour Faction de T sur X est dit localement fini lorsque : 

- VK compact de X, {7 e T \ ^D n K + 0} est fini. 

Rappellons aussi tres rapidement la demonstration de ce theoreme. Pour construire un 
domaine fondamental, Dirichlet choisi un point xq dont le stabilisateur dans T est trivial. II 
construit ensuite les hyperplans mediateurs H y des segments [xq, ^-xq], pour 7 e T, ceux sont 
des hyperplans de H. Ensuite, il montre que Padherence de la composante connexe contenant 
Xq de EI prive de ses hyperplans mediateurs H 1 est un domaine fondamental, on l'appele le 
domaine de Dirichlet pour I'action de V sur EI base en Xq. 

Le theoreme de Dirichlet possede un analogue dans le monde projectif convexe. 

Theoreme 6.3 (Jaejeong Lee). - - Soient Q un ouvert proprement convexe et V un sous- 
groupe discret de SL n+1 (IR) qui preserve Q. II existe un domaine fondamental convexe et 
localement fini pour I'action de V sur Q. 

On pourra trouver une courte demonstration de ce theoreme dans [Mar09b]. 
6.2. Les ellipsoides de protection. — 

Lemme 6-4- - - Soit T un sous-groupe discret sans torsion et de covolume fini de SO nj i(IR). 
On suppose qu'il existe un hyperplan H de EI tel que A = Stabr(H) agisse sur H avec un 
covolume fini et que V application -*■ H/p est un plongement propre. 

On se donne Xq un point de H dont le stabilisateur dans T est trivial et on construit alors 
le domaine de Dirichlet D pour I'action de T sur EI base en Xq. 

Le domaine fondamental D rencontre un nombre fini d'hyperplans 'j(H) pour 7 e T. 

De plus, pour tout point p e dD, s'il n'existe pas d'elements 7 6 V tel que p e 'y(H) alors il 
existe une horoboule centree en p qui ne rencontre pas les hyperplans 'y(H) pour 7 e T. 

Demonstration. — Comme l'application H/& -> H/r est un plongement propre, les hyper- 
plans (7(iJ)) 7e r sont disjoints et forment une famille localement finie dans EI. De plus, 
Paction de T sur EI est de covolume fini par consequent, l'ensemble dD est fini. II suffit done 
de regarder ce qu'il se passe pres des points p € dD. 

Soit p 6 dD. Comme Paction de T sur EI est de covolume fini. Le point p est un point 
parabolique borne, e'est a dire que le groupe Stabr(p) agit cocompactement sur DM - {p}. 
On note / = {7 € T \ pe 'y(H)}. 

Nous allons nous placer dans le modele du demi-espace de Poincare. Supposons que p = 00, 
une horoboule centree en Pinfini dans le modele du demi-espace de Poincare est l'ensemble 
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des points d'altitudes superieures a une constante. On peut trouver une horoboule centree 
en p et qui ne rencontre pas les hyperplans 7(i?) pour 7 i I si et seulement si les altitudes 
des hyperplans j(H) pour 7 £ I sont bornees. L'altitude d'un hyperplan ne passant pas 
par rinfini dans le modele du demi-espace de Poincare est egale au rayon de la sphere qu'il 
definit sur dM.- {00} = ]R n_1 x {0}. Le groupe Stabp(p) agit par isometrie (euclidienne) et 
cocompactement sur DM - {00}, les altitudes sont done bornees. II existe done une horoboule 
£ centree en p = 00 tel que si 7(H) n £ + alors p e ^(H). 

En particulier, si le point p ne rencontre pas les hyperplans 7(H) pour 7 e T alors il existe 
une horoboule centree en p qui ne rencontre pas les hyperplans 7(H) pour 7 € T. 

De plus, les hyperplans 'y(H) pour 7 e T ne se rencontrent pas, par consequent les hyper- 
plans ^{H) pour 76/ sont paralleles. Le groupe Stabr(p) preservent ces hyperplans et agit 
par isometrie (euclidienne) de fagon cocompacte sur dM- {p}. Le domaine fondamental D 
est done inclus dans un cone £ de sommet p et de base un compact de dM - {p} . Comme 
les 7(H) pour 76/ sont paralleles et a distance minoree, le cone € et done D ne rencontre 
qu'un nombre fini d'hyperplans 7(H) pour 76/. 

□ 

Definition 6.5. — Une ellisphere est le bord d'un ellipso'ide. 

Remarque 6.6. — Soient £ un ellipso'ide de P n et p un point de d£. Soit P' le stabilisateur 
de p dans Aut(£). Le groupe P' est isomorphe au groupe des similitudes Sim + (IR n " 1 ). II 
possede done un sous-groupe distingue P isomorphe a Isom + (M n_1 ). II s'agit du sous-groupe 
des elements paraboliques qui fixent p. Les orbites de P agissant sur P n sont les ellispheres 
(prive de p) du faisceau d'ellispheres engendre par d£ et T p £. Les orbites de P agissant sur £ 
sont les horospheres de centre p du modele projectif de l'espace hyperbolique. II vient done 
que toute horosphere d'un ellipso'ide est une ellisphere prive d'un point. La reciproque est 
par contre fausse. Toute ellisphere incluse avec tangence en un point dans un ellipso'ide n'est 
pas une horosphere de celle-ci. 

Definition 6.7. — Soient Q et Q' deux ouverts proprement convexe de P n , on dira que Q 
est a I'interieur (resp. I'exterieur) de Q' lorsque Q c Q' (resp. fi'cO). 

Lemme 6.8. - - SoitQ un ouvert proprement convexe etT un sous-groupe discret de Aut(Q) 
qui fixe un point p € dQ. Supposons que T preserve un ellipso'ide £ tangent d Q en p et que 
I'action de F sur dQ \ {p} est cocompact. Alors, il existe un ellipso'ide £i nt (resp. £ ex t) d 
I'interieur (resp. I'exterieur) de Q. De plus, £ int est une horoboule de £ ext . 

Demonstration. — Soit A une carte affine contenant l'adherence de l'ouvert proprement 
convexe Q. Soit D un domaine fondamental pour Paction de T sur Q (Theoreme 6.3). L'en- 
semble dDndQ est compose de {p} et d'un compact de dfl \ {p}. On considere € le demi-cone 
de A de sommet p engendre par D. 
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Les ellispheres du faisceau d'ellispheres engendres par l'ellisphere d£ et l'hyperplan tangent 
TpdVt sont preservees par V. Le groupe Aut(£) est conjugue au groupe SO ni i(IR). Le groupe 
T est un sous-groupe de Aut(£) compose uniquement d'elements paraboliques qui fixent p. 

Par consequent, pour trouver un ellipsoi'de £i nt (resp. £ ex t) a l'interieur (resp. l'exterieur) 
de Q. II suffit de voir que si l'ellisphere d£' du faisceau est suffisament proche (resp. eloigne) 
de p alors £' n€ est inclus dans D (resp. d£' n €n Q = ). On peut done trouver un ellipsoi'de 
£ int (resp. £ ex t), en prenant un ellipsoi'de suffisament proche (resp. eloigne) de p. □ 

Proposition 6.9. — // existe un domaine fondamental D t pour V action de A t sur Ut tel que 
pour tout point p e dD t n U t il existe deux ellipsoides T v et J-' et les points suivants sont 
verifies : 

■ D t est connexe et c 'est une reunion finie de convexe. 
■■ dD t est fini. 

■■ ^cu ( cj; 

•:• dT p n dU t = dP p n dU t = {p} 
••• T p est une horoboule de T' v . 

Demonstration. — L'image D t de D par Dev t est un domaine fondamental pour Faction de A t 
sur U t . II verifie les deux premiers points car D ne rencontre qu'un nombre fini d'hyperplans 
^y(H) pour 7 e T et l'application Dev 4 restreinte a n'importe qu'elle composante connexe de 
U Q \ (J iH est une application projective. 

Si le point p e dD t ndUt et p i ^H, alors l'ellipsoi'de £ p fourni par le lemme 6.4 est inclus 

7eA t 

dans l'une des composantes connexes de Oo \ U 1^. Mais l'application Dev t restreinte a 

7eA 

n'importe qu'elle composante connexe de Oo \ U est une application projective. L'ellip- 

soi'de T p = Dev t (£ P ) convient. Comme l'ellipsoi'de T p est preserve par StabA t (p) , le lemme 
6.8 montre qu'il existe un ellipsoi'de T' a l'exterieur de Q et tel que T v est une horoboule de 
centre p de TL 

Si le point p e dD t n dUt et p e ^H, alors la situation est un peu plus complexe car 

7eA t 

rellipsoide £ p fourni par le lemme 6.4 est inclus dans une infinite de composantes connexes 
de Oo \ U jH. L'image de £ p par Dev 4 n'est done pas un ellipsoi'de, c'est ellipsoi'de par 

7eAo 

morceaux. 

Nous allons montrer que le groupe StabA t (p) preserve un ellipsoi'de, ainsi le lemme 6.8 
montrera qu'il existe deux ellipsoides T v et T' p qui solutionnent notre probleme. Montrer 
que le groupe StabA t (p) preserve un ellipsoi'de revient a montrer qu'il preserve une forme 
quadratique de signature (n, 1). 

Le groupe A* = StabA t (p) est virtuellement isomorphe a Z n_1 , c'est le groupe fondamental 
du cusp de M n associe a p. On note A* H le sous-groupe de A* des elements qui preserve H. 
II est virtuellement isomorphe a Z n ~ 2 . Le groupe A* H n'est pas modifie pendant le phage, 
c'est un sous-groupe de 7r 1 (A r o). 
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On souhaite trouver un ellipsoi'de a l'exterieur et a ellipsoi'de a l'interieur a 13 1 et tangent 
en p a dl3f Pour cela, il suffit de trouver (lemme 6.8) de trouver un ellipsoi'de preserve par un 
sous-groupe d'indice fini de StabA t (p). On peut done supposer que StabA t (p) est isomorphe 
a Z™- 1 . 

Le groupe A* preserve le point p, il agit done sur l'espace projectif P™ -1 des droites pro- 
jectives de P n passant par p. II s'agit de l'espace projectif des droites de l'espace vectoriel 
quotient M. n+1 /p. II preserve aussi l'hyperplan T p dl3o, par consequent il agit par transforma- 
tions affines sur l'espace affine A™ -1 = P™ -1 \ (P™ -1 n T p dl3o). Cet espace affine est dirige par 
l'espace vectoriel quotient T p dl3o/p, ou T p dl3o est le releve de T p dl3o a M. n+1 . 

Montrer que le groupe A* preserve un ellipsoi'de tangent a dfl en p revient a montrer que 
Paction de A* preserve un produit scalaire sur A™ -1 . Le lemme 6.10 ci-dessous montre qu'il 
suffit de montrer que le groupe A* agit par transformation affine de determinant 1. 

Comme les elements de A^ viennent d'un sous-groupe de SL n+ i(R), il s'agit de montrer 
que p est un vecteur propre dont la valeur propre associe est 1. Comme p est l'unique point 
fixe des elements de A*, le lemme 6.11 ci-dessous montre que la valeur propre associe a p est 
1. 

□ 

Lemme 6.10. — Soit V un sous-groupe discret agissant proprement et cocompactement sur 
M. m par transformation affine de determinant 1. Supposons que V est virtuellement isomorphe 
a Z m et possede un sous-groupe V distingue virtuellement isomorphe a Z m_1 qui agit pro- 
prement et cocompactement sur un hyperplan H par transformation euclidienne. Alors, il 
existe un produit scalaire sur IR m preserve par T, autrement dit F agit par transformation 
euclidienne sur M m . 

Demonstration. — On peut supposer que T est isomorphe a Z m , que V est isomorphe a 
Z m_1 et qu'il existe un element 5 e T tel que T = V® < 5 >. L'adherence de Zariski du 
groupe V est le groupe des translations preservant l'hyperplan H . Un calcul facile montre 
que M~u € H = t-g,->y L'element S commute avec les elements de V par consequent la 

partie lineaire de 5 sur la direction H est l'identite. 

La valeur propre 1 est done de multiplicite m- 1 mais l'element 5 est de determinant 1 par 
consequent 1 est une valeur propre de multiplicite m, autrement dit 5 est une translation. 
Ceci montre que T preserve un produit scalaire sur M. m . 

□ 

Lemme 6.11. — Soit 7 € SL n+1 (lR). Supposons que 7 preserve un ouvert proprement 
convexe Q de P" alors le rayon spectral p(7) de 7 est valeur propre de 7. De plus, si p(7) + 1 
alors il existe deux points distincts fixes par 7 sur le bord dfl de Q. 

Demonstration. — Le premier point est le contenu du lemme 3.2 de [Ben05]. Pour montrer 
le second point, supposons que p(7) > 1. On se donne x e Q, la suite 7™ • x converge vers 
un point x + e dQ et le point x + est une droite propre associe a la valeur propre ^(7) pour 
7. De plus, on a p(7 _1 ) < 1, on obtient done un autre point x~ e dfl par le meme procede. 
Clairement ces deux points sont distincts. □ 
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6.3. Conservation de la finitude du volume. — Nous pouvons presque montrer les 
deux corollaires suivants. 

Corollaire 6.12. - - Le phage d'une variete hyperbolique de volume fini le long d'une hy- 
persurface totalement geodesique definit une deformation de structure projective proprement 
convexe de volume fini. 

Corollaire 6.13. - - L 'action du groupe A t sur I'ouvert proprement convexe I5 t est de covo- 
lume fini. 

Pour montrer ce resultat nous aurons besoin d'un theoreme de comparaison des volumes 
en geometrie de Hilbert. Ce resultat de geometrie de Hilbert est tres classique, c'est une 
consequence directe de la definition de la distance de Hilbert et de la mesure de Busemann. 
Pour plus de details, on pourra consulter [Ver05]. 

Proposition 6.14- - - Soient Qi et Q 2 deux ouverts proprement convexes de P™ tels que 
Qi c Q 2 , alors, pour tout borelien A de Qi, on a fiQ 2 (A) ^ [in^-A). 

Demonstration des deux corollaires. — Comme dD t est fini (6.9), il est clair que D t est de 
volume fini si et seulement si pour tout p e dU t <^D t , il existe un voisinage V p de p dans Q tel 
que Hv t (V p n D t ) < oo. Mais, le lemme 6.9 montre que si V p est assez petit alors V p nD t c T p . 
Le convexe T p est un ellipso'ide (done c'est l'espace hyperbolique), par consequent, il est 
bien connu que Hf p (V p n D t ) < oo. Enfin, la proposition 6.14 montre que yUy t (VJ, n D t ) ^ 
HT p (V p n D t ) < oo. □ 

6.4. Le groupe A t n'est pas un groupe de Schottky. — 

Remarque 6.15. — Le groupe A t n'est pas un groupe de Schottky La definition de groupe 
de Schottky ne fait pas l'unanimite rappelons done deux definitions pour fixer notre propos. 

Definition 6.16. - - Un element 7 de SL n+ i(IR) est dit loxodromique lorsque les valeurs 
propres de 7 2 sont simples et positives. 

Definition 6.17. - - Un sous-groupe T de SL n+1 (IR) est un groupe de Schottky lorsque c'est 
un groupe libre discret dont tous les elements sont loxodromiques. 

Le groupe A t n'est pas un groupe de Schottky car il contient des elements unipotents (i.e 
1 est l'unique valeur propre). Par exemple, les stabilisateurs des points p e dD t . 

7. Gromov-hyperbolicite 
7.1. Point de concentration faible. — 

Definition 7.1. — Soient Q un ouvert proprement convexe de P n et T un sous-groupe 
discret et irreductible de SL n+1 (IR) qui preserve Q. Un point x e dQ est un point parabolique 
borne si Taction du groupe Stab r (a;) sur L r - {x} est cocompacte. 
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Definition 7.2. — Soient un ouvert proprement convexe de P n et T un sous-groupe 
discret de SL n +i(lR) qui preserve Q. On dit qu'un point x e dVt est un point limite conique 
lorsqu'il existe une suite d'elements (<5 n ) ne N de T, un point Xq e Q, une demi-droite et 
un reel C > tel que : 

■ 5 n ■ x x 

n—>-oo 

■■ dn(6 n -x ,[xi,x[)$C 

Definition 7.3. — Soient Q un ouvert proprement convexe de P n et F un sous-groupe 
discret de SL n+ i(R) qui preserve Q. On dit qu'un point x e dfl est un point de concentration 
faible lorsqu'il existe un voisinage connexe U de x dans dfl tel que pour tout voisinage V de 
x dans dfl, il existe un element 7 e T tel que : 

■ x e j(U) 
■■ 7 (W)cV 

The.ore.me 7.4 (Hong, Jeong, SaKong [HJS96]). - - Soient £ un ellipsoide de P n et V 
un sous-groupe discret de SL n+1 (lR) qui preserve £. Tout point limite conique est un point de 
concentration faible. 

Le theoreme suivant a de nombreuses versions et de nos nombreux auteurs, on pourra 
trouver une demonstration dans Particle [Bow93] de Bowditch. 

Theoreme 7.5. — Soient £ un ellipsoide de P n et T un sous-groupe discret de SL n+ i(IR) qui 
preserve £. L 'action de T sur £ est de covolume fini si et seulement si tout point de d£ est 
un point parabolique borne ou un point limite conique. 

On obtient done la proposition suivante : 

Proposition 7.6. - - Tout point de dUt est un point de concentration faible ou un point 
parabolique borne pour V action de A t . 

Demonstration. — Le theoreme 7.5 montre que tout point de Oo est un point parabolique 
borne ou un point limite conique. Le theoreme 7.4 montre tout point de Oo est un point 
parabolique borne ou un point de concentration faible. Ces deux notions ne font intervenir 
que les proprietes topologiques de Taction de Ao par homeomorphisme sur <90o- 

L'application Dev t est un homeomorphisme equivariant entre les deux convexes Oo et U t 
de P n . Le theoreme 3.7 montre que cet homeomorphisme se prolonge en un homeomorphisme 
equivariant : Dev t ■ dUo -*■ dUf Par consequent, tout point de Ot est un point parabolique 
borne ou un point de concentration faible pour Paction de A t . □ 

7.2. Strict-convexite. — 

Proposition 7.7. — Soit Q un ouvert proprement convexe de F n , supposons qu'il existe 
un sous-espace projectif E de P n de dimension 1 ^ m ^ n - 1 tel que I 'intersection dQ n E 
soit d'interieur dans E non vide. On note S I'interieur dans E de dQ n E, e'est un ouvert 
proprement convexe de E. 
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Pour toute suite de points x n e Q , pour tout point Xoo e dQ, et tout reel R > 0, si la suite 

X ^ X oo 

alors la suite B^ n (R) converge vers la boule B^ oo (R) pour la distance de Hausdorff 
induite par la distance canonique d can de P n . 

Demonstration. — II faut montrer deux choses pour montrer cette proposition. Si X est un 
ensemble, on notera X s = {y e P n | d can (y,X) ^ e}. On doit montrer que pour tout e > 0, il 
existe iV > tel que pour tout n Z N, on a B^(R) c B% n (R) £ et B% n (R) c B^(R) £ . Avec 
des quantificateurs cela se traduit par : 

Ve > 0, 3N > 0, ^ N, V Zoo e B^(R), 3y n e B% n (R) tel que d^y^z^) ^ e 

et 

V £ > 0, 3iV > 0, Vn > N, Vy n e B^R), 3z x e ^(i?) tel que d can (y n , Zoo ) $ s 

II s'agit done de montrer que l'on peut trouver une "tranche" de (R) qui converge 
"uniformement" vers B^(R) et que B2 n (R) est proche de B^(R) si n est assez grand. 

Pour le montrer, le premier point, on commence par choisir une carte affine A qui contient 
Q. Considerons, E n le sous-espace affine parallele a l'espace affine engendre par S passant 
par x n dans la carte A. Tout point de l'intersection C n = E n n B^ n (R) converge vers un point 
de B^(R), et inversement pour tout point z^ de B^(R), il existe une suite de points de 
C n qui converge vers z^. 

Le sous-espace affine E n converge E pour la distance de Haussdorff dans A. Par suite, pour 
tout e > 0, il existe un iV > 0, tel que pour tout n ^ N, on a B^ ao (R) c B^} n (R) e . 

Pour le montrer, le second point, il faut remarquer que si D n est la droite passant par x n 
parallele a une direction fixee qui n'est pas incluse dans E alors le diametre pour d can de 
D n n B2 n (R) tend vers lorsque n tend vers l'infmi. Par suite, pour tout e > 0, il existe un 
N > 0, tel que pour tout n > N, on ait B^ n (R) c (i?) e . □ 

Proposition 7.8. — Soient Q un ouvert proprement convexe de P n et V un sous-groupe 
discret et irreductible de SL n+ i(R) qui preserve Q. Supposons qu'il existe un sous-espace 
projectif maximal E de F n de dimension 1 ^ m ^ n - 2 tel que l'intersection dQ n E soit 
d'interieur dans E non vide. Soit x un point dans I'interieur relatif de dQ n E, le point x ne 
peut-etre un point de concentation faible. 

Demonstration. — Supposons que x soit un point de concentration faible. II existe alors un 
voisinage U de x et une suite de d'elements (7 n )neN de V tel que 7 n (W) -*■ {p}. On note K, 

n-»oc 

l'enveloppe convexe de U dans Q, les 7„ sont des applications projectives par consequent, on 
a 7 n (iQ -»• {p}. Comme la dimension de dQ n est strictement inferieure a n - 1 et que 
£ est maximal, le compact est d'interieur non vide, il existe done une boule B de (fl,da) 
incluse dans K. Toute boule B de (Q, d^) incluse dans K verifie que j n (B) -*■ {p}. Mais la 

proposition 7.7 montre que la suite (7„(-B)) n eN ne peut converger vers le point p. Le point p 
n'est done pas un point de concentration faible. □ 

Corollaire 7.9. - - L 'ouvert proprement convexe U t est strictement convexe. 
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Demonstration. — Tout segment du bord de Ut est inclus dans un sous-espace projectif 
maximal E. L'intersection R = dUt n E est alors d'interieur dans E non vide. On note m la 
dimension de E. 

On commence par traiter le cas ou m verifie 1 ^ m ^ n - 2. 

Le theoreme 7.5 montre que tout point de U t est un point parabolique borne ou un point 
de concentration faible. La proposition 7.8 montre que tout point p dans l'interieur relatif 
de R est un point parabolique borne. Mais, la proposition 6.9 montre que si p est un point 
parabolique borne pour Faction de A t sur U t alors il existe un ellipso'ide £' tel que : 

- d£ p ndtt = {p}. 

Un tel point p ne peut etre dans l'interieur de R. 

Enfin, si m = n - 1 alors les points dans l'interieur de R ne peuvent etre parabolique borne 
pour la meme raison que precedemment. Par consequent, les points paraboliques bornes ne 
peuvent etre dense dans dU t . Ce qui est absurde puisque Faction de At sur U t est minimale 
(proposition 5.5). 

Par consequent, Fouvert proprement convexe Ut est strictement convexe. □ 
7.3. Gromov-hyperbolicite. — 

Lemme 7.10. — Soit T un sous-groupe discret de SL n+1 (M) qui preserve un ouvert pro- 
prement convexe Q de P" . Soit D un domaine fondamental connexe et localement fini pour 
V action de V sur Q. On suppose que : 

■ D est une reunion finie de convexe. 
■■ dD est un ensemble fini. 

.'• Vp e dD n dVt, il existe deux ellipsoi'des ouverts £ p et £' v tel que : 

- £ p c Q c Sp. 

- d£ p ndn = d£ p ndn = {p}. 

•:• Le convexe Q est strictement convexe. 

Alors, I'espace metrique (fi, g?q) est Gromov-Hyperbolique. 

Demonstration. — Supposons que I'espace (Q,dn) n'est pas Gromov-Hyperbolique. II existe 
alors une suite (T ra ) ne pj de triangles dont la taille tend vers Finfini lorsque n -> oo. 
II existe done 4 suites de points de fl : (x n ) ne N, (y n )neN, ( z n)nm (Mn)neN tels que : 

■ Le triangle T n a pour sommet les points x n ,y n ,z n . 
■■ Le point u n appartient au segment [x n ,y n ]. 

.'. On & d n (u n ,[x n ,z n ]u[z n ,y n ]) -> oo. 

Quitte a appliquer un element de T, on peut supposer que u n e D. Quitte a extraire de 
nouveau, on peut supposer que la suite {u n ) n ^ converge vers e D c Q c P n . Nous allons 
distinguer les deux cas suivants. 

■ Le point e Q. 

■■ Le point € dD n dfl. 
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Commengons par supposer que le point Uoo e Q. Quitte a extraire, on peut supposer que 
les suites (x n ) neN , (y n ) m ®, (z n )neN convergent dans £1 vers les points x^, y^, z^. 

Les quantites dn(u n , x n ), dn(u n ,y n ) et dn(u n ,z n ) tendent vers l'infini lorsque n -> oo. Par 
consequent les points x^, y^, z x sont sur le bord de Q. 

II est clair que x^ + y^ puisque e Q. Si Xoo + alors la strict-convexite de Q entraine 
que c?q(Woo, [Xoo, Zoo] u [2oo>2/oo]) < oo, ce qui est absurde. Done x^ = z^. Pour la meme raison 
2/oo = -Zoo- Mais e'est absurde puisque x^ ^y^. 

Supposons a present que le point e dDndVt. La figure 7 peut aider a suivre cette partie 
de la demonstration. II existe alors deux ellipso'ides £ p et £' tel que : 

■ £ p cQc Sp. 

•• d£ p ndtt = d£ p ndtt = {p}. 

•'■ £' p est une horoboule de centre p du convexe £ p . 

On se donne p + un point sur le bord de l'ellipso'ide £' qui n'est pas p et tel que le segment 
rencontre D dans son interieur. On se donne un element hyperbolique g e Aut(£ p ) 
dont le point attractif est p + et le point repulsif est p. La suite de convexe g k ■ £ p tend vers £' p 
car £ p est l'horoboule de centre p de l'espace hyperbolique £ p . 

Nous allons utiliser g pour obliger la "bisuite" (g k ■ ■u n )(fc,n)eN 2 a sous-converger dans £' p . 
La suite ("U n ) ne N converge vers p et l'element g est hyperbolique de point attractif p + . Le 
supremum t max des quantites dz^(x,g ■ x) sur la reunion des g k (D) est fini car le segment 
rencontre D dans son interieur, D est une reunion finie de convexe et 3D est un 
ensemble fini. 

Choisissons un hyperplan H\ qui coupe Q le long d'un ouvert proprement convexe de 
codimension 1. L'ouvert £' \ Hi est compose de deux composantes connexes, celles "en- 
dessous" de Hi qui contient p dans son adherence et celle "au-dessus" de Hi qui contient 
p + dans son adherence. On choisit un second hyperplan H 2 parallele dans £ p , a distance 
h = 10 x t max de Hi et au-dessus de Hi. 

Apres on observe la suite (« n ) n£ ^. II existe un entier n Q tel que pour tout n ^ n , la suite 
u n est sous Hi. Ensuite, on applique g, la suite (g k -u no )km converge vers p + . La distance 
entre les hyperplans Hi et H 2 est suffisament grande pour qu'il existe un entier fc tel que 
g k ° ■ u no soit entre les deux hyperplans. 

Ensuite, II existe un entier ni tel que pour tout n ^ m, la suite g k ° ■ u n est sous H\. La 
distance entre les hyperplans Hi et H 2 est suffisament grande pour qu'il existe un entier k\ 
tel que g kl ■ u ni soit entre les deux hyperplans. 

Ce procede montre qu'il existe deux extractrices (ki)i^ et (n,)^ tels que : 

• g ki -n ^ £' p 

i—>oo 

■• g k --u n% -> <, e £' 

2— >oo r 

Mais la suite ("U n )neN est incluse dans le domaine fondamental D par consequent, u'^ e 
£' p . On peut bien entendu quitte a extraire encore une fois supposer que l'on a aussi les 
convergences suivantes : 

• g k - -x ni x' x e £' 

'I — * Ot~] 
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l—>oo r 
• ' 9^ ' Z rii ~ *■ z 'oo ^ £p- 

Les triangles g k -T n de g k (Q) sont isometriques au triangle T n de Q. Par consequent, on a 
^( M 'oo) [^'oo; ^io] u [z'aoi V'oo]) ~ 00 • Mais un ellipsoi'de muni de sa distance hyperbolique est un 
espace Gromov-hyperbolique (c'est l'espace hyperbolique reel) done ceci entraine que x'^ = z'^ 
ou y'aa = z' x et par suite x'^ =y' 0O . II vient done que u'^ - x'^ =y' 0O , ce qui est absurde. □ 

Corollaire 7.11. - - L'ouvert proprement convexe (U t ,du t ) est Gromov-Hyperbolique. 

Demonstration. — La proposition 6.9 montre que Paction de At sur U t verifie tous les points 
du lemme precedent. □ 
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(C) (D) 
Figure 4. Pliage : 

Dans la figure (A), le convexe est un ellipsoide, nous allons le deformer. 

Dans la figure (B), P ellipsoide a subi une transformation, la partie droite a ete "gon- 

fle" par une application Aff,p,t- 

Dans la figure (C), le convexe de la figure (B) a subi une transformation, la partie a 
droite de C\ a ete "degonfle" par une application Ajj p -t- 

Dans la figure (D), le convexe de la figure (C) a subi une transformation, la partie a 
droite de C 2 g a ete "gonfle" par une application Ajj,p,t- 
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Figure 6. Domaine fondamental 



EXEMPLES DE VARIEtES PROJECTIVES STRICTEMENT CONVEXES DE VOLUME FINI 




FIGURE 7. Demonstration de la Gromov-Hyperbolicite de Q 



